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ABSTRACT

Without any equivalence relation on set of fuzzy subgroups, the number of fuzzy subgroup is
infinite, even for the trivial group G = {e}. First, definitions of fuzzy subset and fuzzy subgroup is
given, then some theorems associated with them is derived. Secondly, definitions of equivalence
relation are explained, those are definition of Dixit and definition of Murali. Comparison between
these definitions is analyzed. These results are important to construct group of classes of
equivalencies and count the number of its elements.
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ABSTRAK

Tanpa adanya relasi ekuivalensi pada himpunan subgrup fuzzy, maka banyaknya subgrup
fuzzy dari setiap grup adalah takhingga walaupun dari grup trivial ¢ = {e}. Pertama kali dijelaskan
definisi subhimpunan fuzzy dan subgrup fuzzy, kemudian diturunkan beberapa teorema yang terkait
dengannya. Selanjutnya dibahas tentang definisi relasi ekuivalensi yang ada, yaitu definisi Dixit dan
definisi dari Murali. Perbandingan antara kedua definisi itu juga dianalisis. Hasil ini penting untuk
mengkonstruksi grup dari klas-klas ekuivalensi dan menghitung banyak anggotanya.

Kata kunci: subhimpunan fuzzy, subgrup fuzzy, ekuivalen
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PENDAHULUAN

Setelah Rosenfeld menulis artikel pertama kali tentang grup fuzzy pada tahun 1971, banyak
peneliti mengembangkan teori itu. Salah satu konsep yang dikembangkan adalah konsep subgrup
fuzzy. Salah satu hal yang menarik untuk dikaji adalah mengkonstruksi relasi ekuivalensi pada
subgrup fuzzy. Hal itu penting dan menarik karena tanpa adanya relasi ekuivalensi, maka banyak
subgrup fuzzy dari suatu grup adalah tak hingga walaupun untuk grup trivial ¢ = {e}. Dengan adanya
relasi ekuivalensi pada subgrup fuzzy, kita dapat mengkonstruksi subgrup fuzzy dan menghitung
banyak subgrup fuzzy dari suatu grup, khususnya grup hingga. Banyak penelitian yang telah dilakukan
terkait dengan hal itu, misalnya Laszlo (1992) telah mengkonstruksi subgrup fuzzy dari grup berorder
1 sampai 6, Zhang dan Zou (1998) telah menentukan banyak subgrup fuzzy dari grup siklik berorder
p™ dengan p adalah bilangan prima, Murali dan Makamba (2001, 2004) telah menemukan banyak
subgrup fuzzy dari grup abelian p"q™ dengan p dan q adalah bilangan prima berbeda, Tarnauceanu
dan Bentea (2008) telah menemukan banyak subgrup fuzzy dari grup abelian hingga dan Sulaiman &
Abd Ghafur (2010) telah mengkonstruksi subgrup fuzzy dari grup simetri s,,s; dan 4,.

Beberapa peneliti telah mendefinisikan relasi ekuivalensi pada subgrup fuzzy, yaitu Dixit et al.
(1996) dan Murali & Makamba (2001). Tujuan tulisan ini akan mengkaji dua definisi relasi
ekuivalensi itu serta membandingkannya.

Tinjauan Pustaka

Berikut dijelaskan beberapa definisi dan teorema yang dibutuhkan dalam makalah ini. Pertama
kali mengkaji definisi yang telah ada dari berbagai jurnal terkait, menganalisis dan serta
membandingkan hasil yang diperoleh. Berikut ini akan diuraikan beberapa konsep yang diperlukan
untuk bahasan selanjutnya.

Definisi 1: Misalkan G adalah grup. Fungsi p dari G ke [0, 1] disebut subhimpunan fuzzy dari G.

Definisi 2: Misalkan p subhimpunan fuzzy dari G. Fungsi u disebut subgrup fuzzy dari G jika
memenuhi dua syarat berikut,

(D) pxy) = min{u(x), u(y)},vx,y € G,
(2) u(x~1) = u(x), Vx € G (Zhang, 2001:243).

Contoh:
Perhatikan grup G = Z,, . Definisikan fungsi y, y,  dan S seperti berikut:

1, x € {0,2,4,6,8,10} 1, x €{0,1,2,3,4,5}
uex) = {% x € (1,357,911}’ () _{ =, x€{67,89,10,11} '

1, x €{0,4,8} % x € {0,4,8}
1
a(x) = 5: X € {2,6,10} ,ﬁ(x) = %, x € {2,6,10}
1
3 X €{1357911} 0, x €{1,3,579,11}
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Tidak sulit untuk menunjukkan bahwa u,a dan § merupakan subgrup fuzzy dari Zi,,
sedangkan y bukan subgrup fuzzy dari Z;,.

Definisi 3: Misalkan u adalah subgrup fuzzy dari G dan t € [0,1]. Himpunan u; = {x € Glu(x) = t}
disebut level subgrup (“level subgroup™) dari u. Keluarga semua level subgrup dari u kita simbolkan
dengan F (uy).

Contoh:
Perhatikan subgrup fuzzy u, a dan 8 seperti pada Contoh 1.

Maka
U = {0,2;4,6,8,10}, ‘[,[3/4 = {0’2’4’6’8’10}’ ,111/2 — le’ ‘[,[1/3 _ le’
@z, = (048} as; = (0246810}, ar) =17,

B, = {048}, B1/, =1{0.2.46810}, fo = Z1,.

Definisi 4: Misalkan p adalah subgrup fuzzy dari G. Kita definisikan support u, supp u sebagai
{x € Glu(x) > 0}.

Contoh:
Perhatikan subgrup fuzzy u, « dan 8 seperti pada Contoh 1.
Maka supp u = Z,,, supp a = Z,, dan supp f = {0,2,4,6,8,10}.

Definisi 5: Misalkan P adalah himpunan tak kosong. Relasi biner = pada P disebut terurut parsial
jika relasi itu bersifat refleksif, antisimetrik dan transitif. Pasangan (P, <) kita sebut dengan
himpunan terurut parsial atau poset. Suatu poset (P, <) disebut terurut total jika untuk setiap x,y € P
dapat dibandingkan, artinya x < y atau y < x. Himpunan bagian takkosong S dari P disebut rantai di
P jika S terurut total dengan relasi = tersebut (Roman S, 2008:2-5).

Definisi 6: Misalkan (P, <) adalah poset dan misalkan S < P.

Suatu batas atas dari S adalah x € P sehingga s < x,Vs € S. Batas atas terkecil dari S disebut
dengan supremum S; Suatu bataw bawah dari S adalah x € P sehingga x < s,Vs € S. Batas bawah
terbesar dari S disebut infimum S.

Suatu poset (P,<) disebut lattis jika untuk setiap x, y anggota P mempunyai supremum and
infimum (Roman, 2008:3 & 53).

Catatan bahwa himpunan dari semua subgrup G dengan operasi “subgrup” membentuk lattis. Lattis ini
kita sebut lattis subgrup dari G.

Relasi Ekuivalensi

Pada bagian ini akan diuraikan beberapa hasil yang terkait dengan subgrup fuzzy dan
perbandingan antara definisi Dixit et al. dan definisi Murali & Makamba.

Teorema 1:
Misalkan u adalah subgrup fuzzy dari = dan e menotasikan unsur identitas G maka,

pu(x™) = u(x),vx € G

ule) = ulx),vx € G.
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Bukti:
Misalkan x € G.

Misalkan x~1 = y. Kerana u merupakan subgrup fuzzy dari G, maka u(y~1) > u(y). Oleh karena
y~1 = x, maka diperoleh u(x) > u(x~1). Sedangkan berdasarkan syarat (2) dari Definisi 2, u(x~1) >
u(x). Kita peroleh kesimpulan u(x™1) = u(x).
Berdasarkan syarat (2) dari Dafinisi 2, maka
p(e) = p(xx™) = min{u(x), u(x~1)},vx € G.
Berdasarkan bagian 1 teorem ini, u(x~1) = u(x), maka diperoleh u(e) = u(x),vx € G.

Jika u adalah subgrup fuzzy dari G, maka berdasarkan Teorem 1 bagian 1, u pasti berbentuk,

0, x€[{e}UA]=B,,FJACG
0,, x €B,
u(x) = {93. x B, (1)

kep, X € B,
dengan U}_, B; = G, 6; € [0,1] dan B; N B; = @ jika i # j.

Selanjutnya, untuk subgrup fuzzy p yang dinyatakan seperti bentuk (1) kita asumsikan 6; > 6; jika
i <j.

Teorema 2: Misalkan u adalah subgrup fuzzy dari G dan 0 < t < u(e), maka u, adalah subgrup G.
Bukti:

Karena u(e) > t, maka e € u,. Jadi, u, # .

Misalkan x,y € u,, maka p.(x) >t dan p.(y) =t. Karena p merupakan subgrup fuzzy, maka
u(xy) = min{u(x), u(y)} = t. Dengan demikian xy € u;.

Disamping itu, berdasarkan Teorema 1 bagian 1, u(x™1!) = u(x) > t. Itu artinya x~! € y,. Kita
peroleh kesimpulan u; adalah subgrup G.

Teorem 3: Subhimpunan fuzzy u dari G adalah subgrup fuzzy jika dan hanya jika ada rantai dari lattis
subgrup G, P, (1) € P,(uw) € P;(u) € . .. € B, (1) = G sehingga u mempunyai bentuk

( 61, x € Py(u)
02, x € Py(u)/Py (1)
n) =465 xePsW/PW - )

By X € P(i)/Prs ()

Bukti:
(91, X € B;
6,, x €B,
Misalkan u(x) = { 65, x € B3 , dengan UY_, B; =G dan B; N B; = P jika i # j.
0, x € B,
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Misalkan pula By = @, B, = U%; B; untuk 1 <m < p. Maka kita peroleh:

B; = {x € Glu(x) = 6;},P; = {x € G|u(x) = 6}, By = Py, \P; dan B, = UL_, B; = G.

(=) Misalkan u adalah subgrup fuzzy dari G dan misalkan m adalah sebarang elemen {1,2,3,
.,p}. Karenae € P;, maka e € P,,.

Jika x,y € P,, maka u(x) = 6,, dan u(y) = 6,,. Karena u merupakan subgrup fuzzy, maka
kita peroleh u(xy) = min {u(x), u(y)}. Sehingga diperoleh, u(xy) = 6,,.
Oleh karena itu, xy € By,.

Selanjutnya, berdasarkan Teorem 1 bagian 1, maka u(x~1) = u(x) = 6,,. Sehingga x~* €
P,,. Kita peroleh kesimpulan bahwa P, subgrup fuzzy dari G. Kita tahu bahawa P; € P;,4,Vi =
1,2,..,p — 1. Maka diperoleh rantai dari subgrup G, P, €SP, SP; S ... S B, =G dan u dapat
ditulis dalam bentuk (1).

(<) Misalkan ada rantai dari subgrup G, P,(u) € P,(u) € Ps(u) S ... S B, (n) =G,
sehingga u berbentuk seperti (1).

Misalkan pula x, y € G dan u(x) = 0y, u(y) = 6,, untuk suatu bilangan Asli k dan m dengan
k < m. Ini berarti x € P, y € B,,. Karena k < m, maka x,y € B,. Demikian juga xy € B, kerana
P, merupakan subgrup. Oleh karena itu, u(xy) = 6,, = u(y). Disamping itu 6,, < 8, = u(x).

Jadi, u(xy) = min {u(x), u(y)}.

Akhirnya, jika x € G dan x € B; untuk suatu i € {1,2,3,. .. ,p}, maka u(x) = 6; . Oleh
karenanya, x € P;. Karena P; subgrup, maka x~! € P;. Jadi, u(x~1) > 8; = u(x). Kita simpulkan
bahwa p merupakan subgrup fuzzy dari G.

Definisi 7: Definisi Dixit et al. Dua subgrup fuzzy u dan y dari grup G adalah ekuivalen jika keluarga
dari level subgrupnya adalah sama (Dixit etal., 1996:122).

Untuk selanjutnya jika u dan y ekuivalen berdasarkan definisi Dixit et al., maka akan dinotasikan
dengan u~py dan jika tidak ekuivalen akan dinotasikan dengan dengan p +p y.

Contoh:
Misalkan fungsi u, « dan g seperti pada Contoh 1. Maka kita peroleh,

Fuy) = {{0,2,4,6,8,10},{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}},
F(ay) = {{0,4,8},{0,2,4,6,8,10},{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}},
F(By) = {{0,4,8},{0,2,4,6,8,10},{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}}.
Dengan demikian, berdasarkan Definisi Dixit et al. (Definisi 7), maka a~pf3, 4 *p @, dan u +p B.
Teorem 4: Misalkan u dan y adalah subgrup fuzzy dari G. Jika u~py, maka [Im(u)| = |Im(y)|.

Bukti:
Misalkan u dan y masing-masing berbentuk

156 Jumal Mat Stat, VoI, 10 No. 2 Juli 2010: 152-159



01,x € Ay £,X €EB,

BZ;xEAZ Ez,xeBz
p(x) =14 63,x € A3 ,¥(x) =14 &,x € B )
enprAn Sm,XEBm

dengan 6; > 0;, & > g untuk i > j.

Untuk 1 < i < n, misalkan K; = U§-=1Aj dan untuk 1 < j < m misalkan L; = U{=1Bt. Kita peroleh,
:F(al]) - {Kl' Kz, K3, ey KTL} dan T(ﬁu) = {Lll Lz, L3, ...,Lm}. \Jlka U~DYV, maka :}:'(llu) = T(VU)'

Sehingga diperoleh m = n. Itu artinya bahwa [im(u)| = |im(y)|.

Definisi 8: Definisi Murali & Makamba. Dua subgrup fuzzy u dan y dari G adalah ekuivalen, jika:
untuk semua x,y € G, u(x) > u(y) jika dan hanya jika y(x) > y(y); u(x) = 0 jika dan hanya jika
y(x) = 0 (Murali & Makamba, 2001:259).

Catatan:

Syarat kedua sama artinya dengan supp u = supp y. Untuk selanjutnya jika pu dan y ekuivalen
berdasarkan definisi Murali & Makamba, maka akan dinotasikan dengan u~uy dan jika tidak
ekuivalen akan dinotasikan dengan dengan p +p; v.

Contoh:
(Murali & Makamba, 2001:260). Misalkan S adalah grup yang dinyatakan dengan presentasi S =
(a,bla3,b?,ab = ba). Kita peroleh S = {e, a, a?, b, ab, a®b}. Definisikan u dan y sebagai berikut.

1, x=e 1, x=e
o(x) =41y x=aa’ Ly ={% x=a,a?
%, x yang lain 0, x yang lain

Jelas bahawa o(x) > o (y) jika dan hanya jika y(x) > y(y), tetapi supp 0 = S # {e,a,a?} =
supp y. Berdasarka Definisi 8, maka o +p y.

Contoh:
Misalkan a dan g adalah subgrup fuzzy seperti pada Contoh 1 dan

1, x € {0,4,8}
p(x) =1 L x €{2610}
0, x € {1,3,5,7,9,11}

Fungsi p adalah subgrup fuzzy dari Z,.

Kita peroleh, supp a = Z,,, supp B = {0,2,4,6,8,10} dan supp p = {0,2,4,6,8,10}.

Jelas bahwa a(x) > a(y) jika dan hanya jika g(x) > B(y), tetapi supp a # supp . Oleh karena itu,
berdasarkan Definisi 8, maka a +y . Karena supp B = supp p dan f(x) > B(y) jika dan hanya
jika p(x) > p(y), maka B~ p.

Contoh:

Berdasarkan definisi Dixit et al., maka semua subgrup fuzzy dari grup trivial G = {e} adalah
ekuivalen, yaitu berbentuk u(e) = & dengan € € [0,1] sedangkan berdasarkan definisi Murali &
Makamba ada dua buah subgrup fuzzy dari grup G = {e}, yaitu
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U1 (e) = € untuk sebarang € € ([0,1] dan p,(e) = 0.
Teorem 5: Misalkan u dan y adalah subgrup fuzzy dari G. Jika pu~yy, maka |Im(u)| = [Im(y)|.

Bukti:
Definisikan relasi f: Im(u) - Im(y) dengan f(u(x)) = y(x),Vx € G.
Misalkan s, t € Im(u) dan misalkan s = u(y), t = u(z).

Jika s =t, maka u(y) = u(z). Akibatnya f(s) = f(u()) = f(u(@)) = f(©). Ini artinya
bahwa f terdefinisi dengan jelas (“well-defined”).

Misalkan f(s) = f(t). Sedangkan f(s) = f(u(y)) dan f(t) = f(u(z), maka dengan
menggunakan sifat (1) Definisi 8, kita peroleh u(y) = u(z). Akibatnya, s = t. Ini artinya bahwa f
bersifat satu-satu (““one to one™).

Misalkan v € Im(y). Maka ada w € G sehingga y(w) = v. Berdasarkan pendefinisian f, kita
peroleh y(w) = f(u(w)). Jadi, ada u(w) € Im(u) sehingga f(u(w)) = y(w) = v. Ini artinya bahwa
f bersifat pada (“‘onto”).

Berdasarkan 1), 2) dan 3), maka f adalah fungsi bijektif. Ini mempunyai arti bahwa ada
korespondensi satu-satu antara Im(u) dan Im(y). Jika keduanya finit (hingga), maka |[Im(p)| =

[Im(y)|.

Konvers dari Teorema 5 tidak benar. Sebagai contoh adalah « dan g seperti pada Contoh 1.
Kita tahu bahwa |Im(a)| = |[Im(B)|, tetapi a +y B.

PENUTUP

Definisi Dixit et al. (Definisi 7) tidak ekuivalen dengan Definisi Murali & Makamba (Definisi
8). Sebagai contoh ialah, subgrup fuzzy a dan § seperti pada Contoh 1 adalah ekuivalen berdasarkan
definisi Dixit et al., seperti yang telah dijelaskan pada Contoh 4, tetapi tidak ekuivalen berdasarkan
definisi Murali & Makamba, seperti yang telah dijelaskan pada Contoh 5. Oleh karena itu, Definisi
Dixit et al. tidak ekuivalen dengan definisi Murali & Makamba. Dengan adanya relasi ekuivalensi
pada subgrup fuzzy, maka banyak subgrup fuzzy dari suatu grup hingga adalah hingga. Oleh karena
itu, hal menarik yang dapat kita kaji selanjutnya adalah mengembangkan formula atau algoritma
penghitungan banyak subgrup fuzzy dari suatu grup hingga. Hal lain yang menarik untuk dikaji adalah
membangun grup kelas ekuivalensi berdasarkan definisi ekuivalensi pada sub grup fuzzy sebagaimana
yang telah diuraikan di atas.
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